Matemaattisten tieteiden valintakoe

31.5.2021 klo 9.00-12.00

Kirjoita nimesi ja henkildtunnuksesi tekstaamalla isoilla latinalaisilla kirjaimilla (ABCD...).
Jos sinulla ei ole suomalaista henkildtunnusta, kirjoita sen asemesta syntymaaikasi.
Kirjoita henkilotiedot kaikille sivuille

Sukunimi
Kaikki etunimet

Henkilotunnus

Jos haluat, ettd tehtaviin kirjoittamasi vastaukset arvostellaan, jata alla oleva laatikko tyhjaksi.

Jos haluat, etta tehtaviin kirjoittamiasi vastauksia ei arvostella, kirjoita alla olevaan laatikkoon teksti
"Haluan, etté vastauksiani ei arvostella". Tassa tapauksessa saat vastauksistasi nolla pistetta.

Arvostelusta
luopuminen



Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 2 (8)

Lue huolellisesti kaikki ohjeet lapi

e Tarkista, ettd saamassasi koenipussa on kansilehden ja ohjesivujen (sivut 1-2) lisaksi:
o kysymys- ja vastausosio (sivut 3—8)
o yksi ruutupaperiarkki omia muistiinpanoja varten (konseptipaperi)
o laskin.

e Tehtavien vastaukset kirjoitetaan kysymys- ja vastausosioon.
e Tarkista, etta olet kirjoittanut nimesi ja henkilétunnuksesi kaikkiin vastauspapereihin.
o Kirjoita vastauksesi
o suomeksi tai ruotsiksi. Muilla kielilla kirjoitettuja vastauksia ei huomioida arvostelussa.
o koemonisteelle. Kirjoita kukin vastaus kyseisen kysymyksen alle. Voit tarvittaessa jatkaa
minka tahansa tehtavan vastausta sivulle 8.
o lyijykynalla ja selvalla kasialalla. Arvostelija tulkitsee tulkinnanvaraiset merkinnat vahiten
pisteita tuottavan vaihtoehdon mukaisesti.

o Al3 kirjoita vaihtoehtoisia vastauksia. Jos kirjoitat vaihtoehtoisia vastauksia, arvostelussa
huomioidaan vain vastaus, josta saat vahiten pisteita.

¢ Voit luonnostella vastauksiasi ruutupaperille. Ruutupaperille tekemiasi merkintdja ei huomioida
arvostelussa. Olet saanut yhden arkin ruutupaperia. Voit tarvittaessa pyytaa lisaa ruutupaperia
valvojalta.

« Pida koemateriaalisi niin, etta lahellasi istuvat hakijat eivat pysty katsomaan vastauksiasi ja
merkintdjasi.

Pisteyttaminen

Valintakoe pisteytetaan asteikolla 0—50. Tehtavakohtaiset pisteet on ilmoitettu kunkin tehtadvan kohdalla.

Valintakoekirjallisuus

Valintakokeen tehtavat perustuvat lukion matematiikan pitkdan oppimaaraan (9 kurssia, lukion
opetussuunnitelman perusteet 2015 mukaisesti).



Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 3 (8)

Tehtdva 1 (10 pistetts)

Ratkaise seuraavat yhtalot ja epayhtalot.

a)x? —3x + 2 = —x?+ 2x — 1, (2 pistetta)
b)lgx +1g(x — 3) =1, (2 pistetta)
c) 4cos?x < 1, (3 pistettad)

(
(
(
(d) == < 1. (3 pistetts)

Nimi:

Henkilétunnus:




Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 4 (8)

Tehtdva 2 (10 pistetts)

Maarita funktion f(x) = cos x sin® x se integraalifunktio F, jolle F(0) = 3.



Nimi:

Teknisia merkintéja: MATEM Sivu: 5 (8)
Henkilétunnus:

Tehtava 3 (10 pistettd)

Suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on 3, pyérahtaa toisen kateettinsa ympari.
Laske nain syntyvan pyorahdyskappaleen suurin mahdollinen tilavuus.



Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 6 (8)

Tehtéva 4 (10 pistetta)

Antti onnistuu rangaistuspotkussa todennakoisyydella 0,8 ja Pekka onnistuu todennakoisyydella
0,7. Kumpikin potkaisee yhden rangaistuspotkun. Mika on todennakoisyys, etta he

(a) saavat kaksi maalia, (3 pistetta)
(b) eivat saa yhtaan maalia, (3 pistettd)
(c) saavat yhden maalin? (4 pistetta)



Nimi:

Teknisia merkintéja: MATEM Sivu: 7 (8)
Henkilétunnus:

Tehtava 5 (10 pistettd)

Lukujonon (a,) ensimmainen jasen on a; = —2; ja muut jasenet maaritellaan rekursiivisesti
kaavalla a,, .1 — ian = % kunn =1,2,3,.... Laske lukujonon
(a) kolmas jasen a;, (2 pistetta)

(b) yleinen n. jasen a,, (4 pistetta)
(c) raja-arvo lim a,,. (4 pistetta)
n—->0oo






Helsingin yliopisto
Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Valintakoe 31.5.2021 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtilot.
(@ x*-3x+2=-x>+2x-1,2p.)
(b) lgx+1g(x-3)=1,2p.)

(c) 4cos’x<1,(3p.)

@ 2 <1.3p)
x—3

Ratkaisu.

(a) Siirtamilli kaikki termit yhtiilossd samalle puolella saadaan yhtils 2x*—5x+3 =
0 (1 p.). Toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla

5+ 4/(=52-4-2-3 5=+1
e 2.2 "4
Ratkaisuksi saadaan x = 1 tai x = % (1p.).

(b) Yhtild on miiritelty, kun x > Ojax -3 > 0, eli x > 3. Nyt lgx + 1g(x — 3) =
l & lIgx(x-3)=1 < lgx(x—-3) =1g10 (1 p.). Saadaan siis toisen
asteen yhtilo x> — 3x = 10 & x* — 3x — 10 = 0, jonka ratkaisuksi saadaan
x = =2 tai x = 5. Niistd alkuperdisen logaritmiyhtdlon ratkaisuksi kdy vain
x=5(p).

(c) Nytdcos?x <1 & cos’x<; & —3<cosx<j;(lp) & Z+nm2r<
x<ZimraiZ+mr<x<Z+ma(lp) & Z+m<x<Z+nn,
missdn € Z (1 p.).

(d) Epiyhtilo x% < 1 on madritelty, kun x # 3. Saadaan 2 — =2 < (0

x=3 x=3
%’;3) <0 &= % < 0 (1 p.). Osamééirin % merkki voi vaihtua kohdissa
x = —1jax =3 (1 p.). Huomataan, ettd osamiirid on ei-positiivinen, kun —1 <
x<3(p).

2. Mairitd funktion f(x) = cos xsin’ x se integraalifunktio F, jolle F(0) = 3. (10 p.)

Ratkaisu. Nyt

1
F(x) = f f(x)dx = f cos xsin’ xdx = c sin®x+C. (5p.)

Saadaan 1
F(0) = ¢ sinf(0)+C=0+C=3, (2p)
joten C = 3 (1 p.). Niin ollen kysytty integraalifunktio on

1
F(x) = c sinfx+3. (2p.)



3. Suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on 3, pyordhtdd toisen kateet-
tinsa ympdri. Laske ndin syntyvén pyordhdyskappaleen suurin mahdollinen tilavuus.

(10 p.)

Ratkaisu. Merkitizin kolmion kateetteja x ja y, jolloin x> +y? = 3% = 9 (1 p.) ja niin ollen
y? = 9—x?. Kun kolmio py6rihtii sen kateetin ympéri, jonka pituus on x, niin syntyvin
suoran ympyrikartion pohjan pinta-ala on 7ry* (1 p.). Edelleen, kartion tilavuus on
x-my? m
33

V(x) = X9 - ¥ = g(9x ~ P, 2p)

Tamin derivaatalle pitee
V'(x) = ’31(9 -3x)=a3-x)=0 (I1p)

e— =3 < x=xV3. (1p)
Koska 0 < x < 3ja V(0) = V(3) = 0 (1 p.), niin suurin tilavuus saavutetaan, kun
x = V3 (1 p.). Tilloin kartion tilavuus on

V(\/§):§<9- \/5—(\/5)3):§(9\/§—3\/§):2n\/§. 2p.)

4. Antti onnistuu rangaistuspotkussa todennidkoisyydelld 0,8 ja Pekka onnistuu toden-
nikoisyydelld 0,7. Kumpikin potkaisee yhden rangaistuspotkun. Miké on todenni-
koisyys, ettd he

(a) saavat kaksi maalia, (3 p.)
(b) eivit saa yhtddn maalia, (3 p.)
(c) saavat yhden maalin? (4 p.)

Ratkaisu. Merkitiddn
A = " Antti tekee maalin rangaistuspotkusta”, jolloin P(A) = 0,8,
B = "Pekka tekee maalin rangaistuspotkusta”, jolloin P(A) = 0,7.
(a) Kertolaskuskusddannon perusteella
P(”Antti ja Pekka saavat kaksi maalia”) = P(ANB) (1p.)
= P(A)P(B) =0,8-0,7=0,56 ( 0,6). (2p.)
(b) Komplementti- ja kertolaskuskusédédntdjen perusteella
P(’Antti ja Pekka eivit saa yhtiin maalia”) = P(A N B) = P(A)P(B) (1 p.)
=(1-08)-(1-0,7)=0,2-0,3=0,06. (2p.)
(c) Komplementti-, yhteenlasku- ja kertolaskuskusdéintojen perusteella
P(’Antti ja Pekka saavat yhden maalin) = P(AN B) + PANB) (1 p.)
= P(A)P(B) + P(A)P(B) (1 p.)
=08-(1-0,79+0,7-(1-0,8)=0,8-0,3+0,7-0,2 (1p.)
=0,24+0,14=038(=04). (1p.)



5. Lukujonon (a,) ensimmaéinen jdsen on a; = —2% ja muut jasenet madritelldan rekur-
siivisesti kaavalla a,, — a, = 3, kunn = 1,2,3,.. .. Laske lukujonon
(a) kolmas jasen as, (2 p.)
(b) yleinen n. jasen a,, (4 p.)

(¢) raja-arvo lim a,. (4 p.)

Ratkaisu.
(a) Saadaan

1 1 1(1 1
a3—§+§a2:§+§(§+§al) (1p)
SRR MEOUAE A A N TS
2 6 9 3 2 6 27 54 54 54 54 27
1

(b) Nyt a,41 = %a,, + 5 on ensimmdisen kertaluvun rekursioyhtélo (1 p.), jonka
ratkaisu on (kaavan voi johtaa geometrisen lukujonon avulla)

n—1
Ty, 10 (1p.)
a=-7\3 S .
3\3) T2l P
7 1 n—1 3 1 n—1
=—|= —-11-(= 1p.
3 +30-G6) ) o
37 (1" 3
=——(= —. (Ip.
12(3) ty (4p)
(c) Kohdan (b) perusteella saadaan

7 1n—1
tima, = tim (-2 (1) +3) <0323 ap

AN
o
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